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Аннотация. Рассматривается система дифференциально-алгебраических уравнений в
частных производных первого порядка в банаховом пространстве с постоянными вырож-
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Введение

Рассматривается уравнение

A
∂u(t, x)

∂t
= B

∂u(t, x)

∂x
+ Cu(t, x) + f(t, x), (0.1)

где A : E1 → E2 , E1, E2 — банаховы пространства; A — замкнутый линейный фред-
гольмов оператор с нулевым индексом и с плотной в E1 областью определения domA,

domA = E1; B,C ∈ L(E1, E2), оператор B необратим; (t, x) ∈ T × X , T = [0, tk],

X = [0, xk]; f(t, x) — заданная достаточно гладкая вектор-функция со значениями в E2;

u = u(t, x) искомая вектор-функция.
Такие уравнения называют дифференциально-алгебраическими, или дескрипторными,

или уравнениями Соболевского типа, или уравнениями не типа Коши–Ковалевской. Де-
скрипторная система с оператором A, имеющим число 0 нормальным собственным чис-
лом, решена в работе [1]. Исследование уравнения (0.1) можно сопоставить с исследова-
нием уравнения

A
dz

dt
= Bz + f(t), (0.2)

с необратимыми коэффициентами A,B , где A — замкнутый линейный оператор дей-
ствующий в банаховом пространстве E, B ∈ L(E,E), и с достаточно гладкой вектор-
функцией f(t); а решение задачи (0.1) — с решением z = z(t) уравнения (0.2) при на-
чальном условии

z(0) = z0 ∈ domA. (0.3)

Над изучением задачи (0.2), (0.3) активно работают известные школы С. Г. Крейна,
С.П. Зубовой, А. Г. Руткаса, Н.А. Сидорова, Г.А. Свиридюка, И.В. Мельниковой, A. Fa-
vini. Достаточно полно результаты исследования этой задачи представлены в [2–7].

Дескрипторные системы нашли свое применение при моделировании движения само-
летов [8], химических процессов [9], экономических систем [10]. Большое количество работ
по дескрипторным системам также относится к теории электрических цепей [11].

В работе [12] проведено обоснование численного метода для решения системы (0.1) с
постоянными матрицами коэффициентов с некоторыми граничными условиями.

Наша цель — получить условия, при которых система (0.1) с граничными условиями
разрешима в аналитическом виде.

Если оператор пучок A − λB , при λ достаточно малых по модулю, является регу-
лярным, то есть оператор Aλ = (A − λB)−1A : domA → E1 имеет число 0 нормальным
собственным числом [13], то E1 разлагается в прямую сумму двух подпространств

E1 = M ⊕N, (0.4)

где N — корневое подпространство для Aλ , а M инвариантно относительно Aλ и такое,
что сужение Ãλ оператора Aλ на M имеет обратный оператор (Ãλ)

−1 .
Сформулируем известные свойства фредгольмовых операторов (см. [14]).

С в о й с т в о 0.1. Пространства E1 и E2 расщепляются в прямые суммы [3]

E1 = KerA⊕ CoimA, E2 = ImA⊕ CokerA, (0.5)
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где CoimA –– прямое дополнение к ядру KerA в E1, CokerA — дефектное подпростран-
ство, dimKerA = dimCokerA <∞. Сужение Ã оператора A на CoimA∩ dom(A) имеет
ограниченный обратный оператор Ã−1. Определим отвечающие разложениям (0.5) проек-
торы P0 и Q0 на KerA и CokerA, соответственно, а также оператор A− = Ã−1(I −Q0),

называемый полуобратным, A− : ImA → CoimA ∩ dom(A). Здесь и далее через I обо-
значен единичный оператор в соответствующем пространстве.

С в о й с т в о 0.2. Уравнение

Av = w, v ∈ E1 ∩ dom(A), w ∈ E2, (0.6)

эквивалентно системе

Q0w = 0, v = A−w + P0v ∀P0v ∈ KerA ∩ dom(A).

Первое равенство в последней системе является условием корректности уравнения (0.6)
(см. [3]).

Определим операторы

A0 = A, Q0 = Q, P0 = P, A−
0 = A−, T0 = A−

0 B, S0 = Q0B,

Aj = Sj−1Pj−1, Sj = QjSj−1Tj−1, Tj = Tj−1 − A−
j Sj−1Tj−1 (j = 1, 2, . . . , p).

(0.7)

Операторы Pj и Qj в (0.7) — это проекторы на KerAj и CokerAj, отвечающие соответ-
ствующим разложениям, A−

j = Ã−1
j (Qj−1 −Qj) (см. [3]).

С в о й с т в о 0.3. Цепочки Жордана B -присоединенных элементов оператора A

имеют максимальную длину p < ∞ тогда и только тогда, когда оператор Ap обратим
(описание оператора Ap см. в работах [3, 15,16]).

С в о й с т в о 0.4. Пучок (A − λB) регулярен в том и только том случае, когда
существует q ∈ N такое, что оператор Aq обратим (см. [3]). Число p — есть минимальное
из таких q. Число 0 является нормальным собственным числом оператора Aλ, при этом
выполняется (0.4), где

M = {y ∈ E1 : Siy = 0, i = 0, 1, . . . , p− 1}. (0.8)

Сужение Ãλ оператора Aλ на M имеет ограниченный обратный оператор Ã−1
λ :

Ã−1
λ = I − λTp.

С в о й с т в о 0.5. B -присоединенные элементы vi длины p определяются из соот-
ношений (см. [3]):

Av1 = 0, Avi = Bvi−1 (i = 1, 2, . . . , p), (0.9)
Srvi = 0 (r + i < p). (0.10)
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1. Расщепление уравнения

Воспользуемся очевидным равенством B=
1

λ
(λB − A+ A). Умножение уравнения (0.1)

слева на (A− λB)−1 приводит к уравнению

Aλ
∂u

∂t
=
Aλ − I
λ

∂u

∂x
+ (A− λB)−1

(
Cu+ f(t, x)

)
. (1.1)

Поскольку Aλ имеет число 0 нормальным собственным числом, вектор-функция u(t, x),

отвечающая разложению (0.4), принимает вид

u(t, x) = Qu+ Pu, (1.2)

где P — проектор на подпространство N, Q — проектор на M. Подстановка соотношения
(1.2) в (1.1) дает:

Aλ
∂(P +Q)u

∂t

=
Aλ − I
λ

∂(P +Q)u

∂x
+ (P +Q)(A− λB)−1C(P +Q)u+ (P +Q)(A− λB)−1f(t, x).

Поскольку подпространства N и M инвариантны относительно Aλ, получим, что все
слагаемые расщепляются на уравнения в подпространствеM с искомой функцией Qu(t, x)

и в подпространстве N с искомой функцией Pu(t, x), кроме слагаемого (P + Q)(A −
λB)−1C(P + Q)u. Для того чтобы уравнение расщепилось на уравнения в подпростран-
ствах M и N, подставим P (A− λB)−1CQ = 0̂, т. е.

(A− λB)−1Cu = Q(A− λB)−1C(Pu+Qu) + P (A− λB)−1CPu, (1.3)

где Q(A − λB)−1C(Pu + Qu) ∈ M , P (A − λB)−1CPu ∈ N. Итак, получим уравнение в
подпространстве N

Aλ
∂Pu

∂t
= G

∂Pu

∂x
+ P (A− λB)−1

(
CPu+ f

)
, где G =

Aλ − P
λ

, (1.4)

и уравнение в подпространстве M

Ãλ
∂Qu

∂t
=
Ãλ −Q

λ

∂Qu

∂x
+Q(A− λB)−1

(
Cu+ f

)
. (1.5)

2. Постановка задачи

Уравнение (0.1) расщепляется на уравнения (1.4), (1.5) в подпространствах N и M

соответственно, при условии P (A−λB)−1CQ = 0̂, каждое из них решается с граничными
условиями

Pu(t, 0) = ψ(t) ∈ N, (2.1)

Qu(0, x) = φ(x) ∈M. (2.2)

Таким образом, уравнение (0.1) эквивалентно системе, состоящей из алгебраического урав-
нения (1.2) и двух дифференциальных уравнений (1.4), (1.5), в этом смысле уравнение
(0.1) является алгебро-дифференциальным, дескрипторным. Теперь требуется найти ре-
шение в корневом подпространстве N, затем подставить его в уравнение дополнительного
подпространства M.
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3. Решение задачи в корневом подпространстве

Решение системы (1.4), (2.1) является решением в корневом подпространстве. Чтобы
описать операторы в уравнении (1.4), примем dimKerA = 1. Эти операторы расклады-
ваются на базису {vi, i = 1, 2, . . . , p} :

Pu(t, x) =

p∑
i=1

ci(t, x)vi, Pψ(t) =

p∑
i=1

ψi(t)vi, (3.1)

C̃(t, x, λ) = P (A− λB)−1CPu(t, x) =

p∑
i=1

p∑
j=1

aijcj(t, x)vi, (3.2)

где aij = aij(λ) ∈ C, aij = 0 ∀i > j,

(A− λB)−1f(t, x) = F (t, x, λ) =

p∑
i=1

fivi +QF, QF ∈M, (3.3)

P (A− λB)−1f(t, x) =

p∑
i=1

fi(t, x, λ)vi, (3.4)

Aλvi = −
i−1∑
k=1

1

λi−k
vk. (3.5)

Используя соотношения (3.1)–(3.5), запишем уравнение (1.4) в виде

1

λ

p∑
i=1

∂ci
∂x

vi =

p∑
i=2

(
∂ci
∂t
− 1

λ

∂ci
∂x

)
i−1∑
k=1

1

λi−k
vk +

p∑
i=1

p∑
j=1

aijcjvi +

p∑
i=1

fivi.

Сравнение в этом равенстве коэффициентов при vi с одинаковыми индексами приводит
к соотношениям

∂cp
∂x

= λappcp + λfp, (3.6)

∂ci
∂x

=
∂ci+1

∂t
+ λaiici +

p∑
j=i+1

(λaij − ai+1j)cj + (λfi − fi+1). (3.7)

Лемма 3.1. Функции λfp, λfi − fi+1, i = 1, . . . , p не зависят от λ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (3.4) имеем:

(A− λB)−1f(t, x) =

p∑
i=1

fivi +QF,

где QF = Q(A− λB)−1f(t, x). Отсюда

f(t, x) =

p∑
i=1

fi(A− λB)vi + (A− λB)QF.

Используя определение vi, из (0.9) получаем:

f(t, x) =

p−1∑
i=1

(fi+1 − λfi)Bvi − λfpBvp + (A− λB)QF,
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откуда

AQF = f(t, x) + λBQF −
p−1∑
i=1

(fi+1 − λfi)Bvi + λfpBvp. (3.8)

Согласно свойству 0.2 соотношение (3.8) эквивалентно системе

Q0f + λQ0BQF −
p−1∑
i=1

(fi+1 − λfi)Q0Bvi + (λfp)Q0Bvp = 0,

QF = A−f + λA−B(QF )−
p−1∑
i=1

(fi+1 − λfi)A−Bvi + λfpA
−Bvp + P0(QF ).

(3.9)

В первом равенстве этой системы, в силу уравнения (0.8), выполнено

λQ0BQF = λS0QF = 0,

а в силу свойства 0.5 выполнено

Q0Bvi = S0vi = 0

при всех i = 1, . . . , p− 1. Поэтому первое равенство принимает вид

Q0f + (λfp)Q0Bvp = 0.

Поскольку Q0f и Q0Bvp не зависят от λ, то и λfp также не зависит от λ.

Во втором равенстве системы (3.9) P0(QF ) = 0, и поэтому это равенство принимает
вид

QF = λA−B(QF )−
p−1∑
i=1

(fi+1 − λfi)A−Bvi + A−f + λfpA
−Bvp. (3.10)

Применяя S1 к обеим частям (3.10), в силу свойств 0.4, 0.5 получаем

0 = (λfp−1 − fp)A−BS1vp−1 + λfpA
−BS1vp.

Слагаемые λfpA
−BS1vp, A−BS1vp−1 в правой части полученного уравнения не зависят

от λ, следовательно, (λfp−1 − fp) не зависит от λ.

Применяя S2 к обеим частям (3.10), в силу свойств 0.4, 0.5 получаем

0 = (λfp−1 − fp)A−BS2vp−1 + (λfp−2 − fp−1)A−BS2vp−2 + λfpA
−BS2vp.

Так как (λfp−1 − fp), λfp не зависят от λ, то слагаемые (λfp−1 − fp)A
−BS2vp−1 и

λfpA
−BS2vp в правой части полученного уравнения не зависят от λ. Таким образом,

(λfp−2 − fp−1)A−BS2vp−2 не зависит от λ, а следовательно, (λfp−2 − fp−1) не зависит от
λ.

Применяя к обеим частям (3.10) последовательно Si, i = 3, . . . , p − 2, и пользуясь
свойствами 0.4, 0.5, получаем что элементы (λfj−fj+1), j = 1, . . . , p−3, также не зависят
от λ. �

В силу доказанного утверждения в представлении вектор-функции P (A−λB)−1f(t, x)

можно обозначать

λfp = Φp(t, x), λfi − fi+1 = Φi(t, x), i = 1, 2, . . . , p− 1. (3.11)
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Лемма 3.2. Элементы λarr, (λaij − ai+1j), r = 1, 2, . . . , p, i = 1, 2, . . . , p − 1,

j = i+ 1, i+ 2, . . . , p, не зависят от λ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Запишем (1.3) в виде

Cu = (A− λB)Q(A− λB)−1C(Pu+Qu) + (A− λB)P (A− λB)−1CPu.

В силу (3.2) это уравнение эквивалентно уравнению

Cu =

p∑
i=1

p∑
j=1

aijcj(A− λB)vi + (A− λB)dM ,

где aij = 0 при всех i > j, dM = Q(A− λB)−1Cu, u = Pu+Qu. Согласно (0.9) запишем
полученное уравнение в виде

A

( p∑
i=2

p∑
j=1

(aij − λai−1j)cjvi + dM

)
= Cu+ λappcpBvp + λBdM . (3.12)

В силу свойства 0.2, уравнение (3.12) эквивалентно системе

Q0Cu+ λappcpQ0Bvp + λQ0BdM = 0,
p∑
i=2

p∑
j=1

(aij − λai−1j)cjvi = A−Cu+ λappcpA
−Bvp −GM ,

(3.13)

где GM = dM − λA−BdM − P0

( p∑
i=2

p∑
j=1

(aij − λai−1j)cjvi + dM
)
.

В первом уравнении системы (3.13) для последнего слагаемого левой части выполнено
Q0BdM = S0dM = 0 (в силу свойства 0.4 подпространства M ). А поскольку Q0Cu, Q0Bvp
не зависят от λ, то и λapp не зависит от λ.

В силу свойства 0.4 имеем P0dM = 0. Поэтому

GM = dM − λA−BdM − P0

p∑
i=2

p∑
j=1

(aij − λai−1j)cjvi.

Умножим это равенство слева A, получим

AGM = (A− λB)dM .

Следовательно, dM = AλGM , и, в силу инвариантности подпространства M относительно
Aλ, имеем GM ∈M. Теперь второе уравнение в системе (3.13) запишем в виде

p∑
i=2

p∑
j=1

(aij − λai−1j)cjvi = −GM + q(t, x), (3.14)

где q(t, x) = A−Cu+ λappcpA
−Bvp не зависит от λ. Подействуем на обе части уравнения

(3.14) отображением S0. С учетом свойства 0.5 получим(
− λap−1p−1cp−1 + (app − λap−1p)cp

)
S0vp = −S0GM + S0q(t, x).
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В силу свойства 0.4 S0GM = 0. Далее, S0q(t, x) и S0vp не зависят от λ, в результате
элементы λap−1p−1, (app − λap−1p) также не зависят от λ.

При применении S1 слева к обеим частям уравнения (3.14), с учетом свойств 0.4, 0.5
получим, что элементы λap−2p−2, (ap−1p−1 − λap−2p−1), (ap−1p − λap−2p) не зависят от
λ. Аналогично, при применении Si, i = 1, 2, . . . , p − 2, слева к обеим частям уравнения
(3.14), с учетом свойств 0.4, 0.5 получим, что элементы λap−i−1p−i−1, (ap−ip−j−λap−i−1p−j),

j = 0, 1, . . . , i, не зависят от λ. �
Согласно лемме 3.2 можем обозначить

λarr = γr, (−λaij+1 + ai+1j+1) = −ζij+1, (3.15)

где γr, ζij+1 — это числа ( r = 1, . . . , p, i = 1, . . . , p− 1, j = i, . . . , p− 1 ).
Из (3.11) и (3.15) следует, что система (3.6), (3.7) записывается в виде

∂cp
∂x

= γpcp + Φp, (3.16)

∂ci
∂x

=
∂ci+1

∂t
+ γici +

p∑
j=i+1

ζijcj + Φi, (i = 1, . . . , p− 1). (3.17)

Из (2.1), (3.1) при x = 0 получим

ci(t, 0) = ψi(t) (i = 1, . . . , p).

Поэтому решение уравнения (3.16) с условием cp(t, 0) = ψp(t) имеет вид

cp(t, x) =

∫ x

0

exp
(
γp(x− τ)

)
Φp(t, τ)dτ + exp(γpx)ψp(t), (3.18)

Затем выражение (3.18) подставляется в уравнение (3.17) при i = p − 1, чтобы полу-
чить cp−1(t, x). Этот процесс повторяется для i = p − 2, p − 3, . . . , 1, и таким образом,
определяются все элементы ci(t, x).

Решение уравнения (3.17) с условием ci(t, 0) = ψi(t) для i = 1, . . . , p− 1, имеет вид

ci(t, x) =

∫ x

0

exp
(
γi(x− τ)

)(∂ci+1

∂t
(t, τ) + zi(t, τ)

)
dτ + exp(γix)ψi(t),

где zi(t, τ) =

p∑
j=i+1

ζijcj(t, τ) + Φi(t, τ).

Рассмотрим случай dimKerA = n > 1. Согласно свойству 0.3 p — это максимальная
длина цепочек B -присоединенных элементов для оператора A. Операторы

Aj : KerAj−1 → CokerAj−1

являются конечномерными и задаются соответствующими квадратными матрицами, т. е.
являются фредгольмовыми. Таким образом, выполнено

KerAj−1 = CoimAj ⊕KerAj,
CokerAj−1 = ImAj ⊕ CokerAj, j = 1, 2, 3, . . . , p− 1.
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Обозначим длину B -жордановой цепочки элемента из CoimAj через pj, имеем

pj < pj+1.

Пусть {vji } — элементы B -жордановых цепочек к элементам vj1 ядра оператора A, т. е.
выполнены соотношения

Avj1 = 0, Avji = Bvji−1 (j = 2, . . . , pj),

и уравнения Az = Bvpj не разрешимы относительно z. Введем следующие обозначения:
Nj = lin{vji }, N — прямая сумма подпространств Nj, Pj — проектор из N на Nj

( j = 1, 2, . . . , n ), P =
∑n

j=1 Pj. В силу (0.10) имеем

Srv
j
i = 0, r = 0, 1, . . . , p− 1, r + i < p.

Согласно соотношениям (3.1)–(3.4)

Pu(t, x) =
n∑
j=1

pj∑
i=1

cji (t, x)vji , Pψ(t) =
n∑
j=1

pj∑
i=1

ψji (t)v
j
i ,

P (A− λB)−1f(t, x) =
n∑
j=1

pj∑
i=1

f ji (t, x)vji ,

P (A− λB)−1CPu =
n∑
j=1

pj∑
i=1

pj∑
k=1

ajikc
j
k(t, x)vji ,

(3.19)

где ajik = 0 ∀i > k, ajik = ajik(λ) ∈ C.

Аналогично решается задача (1.4) с условием

cji (t, 0) = ψji (t), i = 1, 2, . . . , pj, j = 1, . . . , n,

и ее решение имеет вид

cjpj(t, x) =

∫ x

0

exp
(
γjpj(x− τ)

)
Φj
pj

(t, τ)dτ + exp(γjpjx)ψjpj(t), j = 1, . . . , n (3.20)

cji (t, x) =

∫ x

0

exp
(
γji (x− τ)

)(∂cji+1

∂t
(t, τ) + zji (t, τ)

)
dτ + exp

(
γji x
)
ψji (t), (3.21)

i = 1, . . . , pj − 1, j = 1, . . . , n,

причем выполнены соотношения

λf jpj = Φj
pj

(t, x), λf ji − f
j
i+1 = Φj

i (t, x),

λajrr = γjr , (−λajik+1 + aji+1k+1) = −ζjik+1,

zji (t, τ) =

pj∑
k=i+1

ζjikc
j
k(t, τ) + Φj

i (t, τ),

где γjr , ζ
j
ik+1 ∈ C, r = 1, . . . , pj, i = 1, . . . , pj − 1, k = i, . . . , pj − 1.
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Итак, имеет место следующее утверждение.

Лемма 3.3. Пусть оператор P (A− λB)−1C, действующий на подпространство N,

является верхним треугольным оператором, f(t, x) непрерывно дифференцируема p− 1

раз по t и x, ψ(t) непрерывно дифференцируема p− 1 раз. Тогда решение задачи (1.4),
(2.1) существует, единственно, не зависит от λ и определяется из соотношений (3.20),
(3.21).

Пусть оператор P (A−λB)−1C действующий на подпространство N является верх-
ним треугольным оператором, и f(t, x) непрерывно дифференцируема p−1 раз по t и x,

и ψ(t) - непрерывно дифференцируема p − 1 раз. Тогда решение задачи (1.4), (2.1) суще-
ствует, единственно, не зависит от λ и определяется из соотношений (3.20), (3.21).

З а м е ч а н и е 3.1. Условия гладкости функций f(t, x) и ψ(x) можно ослабить за
счет того, что от разных их компонент в N требуется разная гладкость.

4. Решение задачи в дополнительном подпространстве M

Вследствие обратимости оператора Aλ на подпространстве M, уравнение (1.5) при-
водится к виду:

∂Qu(t, x)

∂t
=
Q− Ãλ

−1

λ

∂Qu(t, x)

∂x
+ Ãλ

−1
Q(A− λB)−1

(
Cu+ f(t, x)

)
. (4.1)

Так как u(t, x) не зависит от λ и, в силу леммы 3.3, Pu не зависит от λ, из (1.2) следует,
что решение Qu уравнения (1.5) в подпространстве M также не зависит от λ. Из свойств

0.3 и 0.4 получаем, что оператор
Q− Ãλ

−1

λ
= Tp в уравнении (4.1) не зависит от λ.

Лемма 4.1. Оператор Ãλ
−1
Q(A− λB)−1 не зависит от λ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В уравнении (4.1) слагаемые

∂Qu(t, x)

∂t
,

Q− Ãλ
−1

λ

∂Qu(t, x)

∂x

не зависят от λ, поэтому в силу уравнения (4.1) вектор-функция

Ãλ
−1
Q(A− λB)−1

(
Cu(t, x) + f(t, x)

)
не зависит от λ. Из того, что Cu(t, x) и f(t, x) не зависят от λ, следует что

Ãλ
−1
Q(A− λB)−1

также не зависит от λ . �
Согласно лемме 4.1 уравнение (4.1) может быть записано в виде

∂Qu(t, x)

∂t
=
Q− Ãλ

−1

λ

∂Qu(t, x)

∂x
+ h(t, x), (4.2)

h(t, x) = Ãλ
−1
Q(A− λB)−1

(
Cu+ f(t, x)

)
.
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Положим
Ãλ

−1
Q(A− λB)−1

(
CPu+ f(t, x)

)
= h̃(t, x).

Уравнение (4.2) эквивалентно уравнению

∂Qu(t, x)

∂t
= Tp

∂Qu(t, x)

∂x
+ Ãλ

−1
Q(A− λB)−1CQu(t, x) + h̃(t, x). (4.3)

Заметим, что если операторы Ãλ
−1

и Ãλ
−1
Q(A − λB)−1CQ коммутируют, то уравнение

(4.3) разрешимо.

Лемма 4.2. Если операторы Q(A− λB)−1CQ и Q(A− λB)−1AQ коммутируют, то
коммутируют и операторы Ãλ

−1
, Ãλ

−1
Q(A− λB)−1CQ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся очевидным равенством

Q(A− λB)−1CQ = Q(A− λB)−1CQÃλÃλ
−1
.

Из предположений доказываемой леммы следует

Q(A− λB)−1CQ = ÃλQ(A− λB)−1CQÃλ
−1
.

Умножив последнее уравнения на (Ãλ
−1

)2, получим

Ãλ
−1
Ãλ

−1
Q(A− λB)−1CQ = Ãλ

−1
Q(A− λB)−1CQÃλ

−1
.

�
Решение задачи в подпространстве M является решением уравнения (4.3) с условием

(2.2). Введем переменные
ξ = t, η = Tpt+ xQ1,

таким образом,
∂Qu

∂t
=
∂Qu

∂ξ
+ Tp

∂Qu

∂η
,

∂Qu

∂x
=
∂Qu

∂η
.

Используя приведенные соотношения в (4.3), получаем

∂Qu

∂t
= HQu(t,D) + h̃(t,D), D = ηQ− Tpt, H = Ãλ

−1
Q(A− λB)−1CQ,

откуда

Qu(t, x) = exp(Ht)φ(Tpt+ xQ) +

∫ t

0

exp
(
H(t− s)

)
h̃
(
s, Tp(t− s) + xQ

)
ds,

где
φ(Tpt+ xQ) = Qu(0, x).

Решение задачи (4.3), (2.2) опирается на спектральные свойства линейного ограни-
ченного оператора (см. [17]). Пусть Γ — замкнутый спрямляемый контур, окружающий
спектр оператора xQ+ (t− s)Tp, 0 6 s 6 t. Справедливо следующее утверждение.
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Лемма 4.3. При выполнении предположений леммы 4.2 решение Qu(t, x) задачи
(1.5), (2.2) с аналитическими вектор-функциями φ(x) и h̃(t, x) существует. Решение
имеет вид

Qu(t, x) =− 1

2πi

∮
Γ

exp(Ht)
(
tTp + (x− µ)Q

)−1
φ(µ) dµ

− 1

2πi

∫ t

0

∮
Γ

exp
(
H(t− s)

)(
(t− s)Tp + (x− µ)Q

)−1
h̃(s, µ) ds dµ.

(4.4)

Из результатов, полученных в предыдущих пунктах, следует, что справедлива следу-
ющая теорема.

Теорема 4.1. Пусть выполнено P (A− λB)−1CQ = 0, операторы Q(A− λB)−1CQ и
Q(A−λB)−1AQ коммутируют, оператор P (A−λB)−1CP является верхним треуголь-
ным оператором, ψ(t), f(t, x) — аналитические вектор-функции по t, φ(x), f(t, x) —
аналитические вектор-функции по x. Тогда решение u(t, x) уравнения (0.1) с условия-
ми (2.1), (2.2) существует, единственно и определяется формулами (1.2), (3.19), (3.20),
(3.21) и (4.4).
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